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［摘要］ 通过引入材料变形特性，对传统极限平衡法进行了理论完善。 基于对条间剪力与条块变形趋势的分析，提
出考虑变形协调的条间力假设，进而推导出基于剪切变形协调的条间力及条底力的求解公式，并建立相应的安全

系数计算方法。 理论分析表明，在剪切变形协调条件下，弹性滑体纵断面剪力与剪切模量加权平均值、滑面曲率、
水平位移及滑体厚度成正比。 算例计算结果证明了该方法的可靠性。
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０　 引言

　 　 边坡稳定性分析最早是由岩土力学中侧向土

压力与地基承载力分析发展起来的，将库仑的挡土

墙土压力计算方法和朗肯的主动土压力与被动土

压力计算方法应用到边坡稳定性分析中，建立了最

初的极限平衡法后，基于不同条间力假设的极限平

衡法相继被提出，瑞典法、Ｂｉｓｈｏｐ 法、简化 Ｊａｎｂｕ 法、
Ｓｐｅｎｃｅｒ 法、 Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎ⁃Ｐｒｉｃｅ 法、 Ｓａｒｍａ 法、 Ｃｏｒｒｅｉａ
法、罗厄法、陆军工程师团法和不平衡推力法［１⁃４］，
在很长一段时间内，研究者主要针对不同极限平衡

法的求解方法及滑面搜索技术进行研究，鲜有涉及

极限平衡法本质上的改进。 近年来，随着工程应用

及研究的不断深入，传统极限平衡法的不足日益凸

显，不少学者针对极限平衡法的缺陷提出了改进及

修正的方案，例如通过平滑滑面、调整条间力方向
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或引入界面安全系数等途径［５⁃８］，旨在解决传统方

法在特定情况下的偏差问题。 本文结合边坡滑带

以上岩土体的变形特性，提出考虑土体剪切变形协

调的条间力假设，并推导新条间力假设的极限平衡

法的求解公式，为极限平衡法提供更充分的力学

依据。
１　 基于剪切变形协调的条间力理论推导

　 　 传统的极限平衡法条间力假定仅是为了解决

高阶方程组已知条件不足的问题，具有较强的人为

性。 然而条分刚体本质上还是变形体，条块界面上

的力与变形趋势有关［９］，如图 １ 所示。

图 １　 条间力方向定性分析

Ｆｉｇ． １　 Ｑｕａｌｉｔａｔｉｖｅ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｉｎｔｅｒ⁃ｓｌｉｃｅ ｆｏｒｃｅ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎ

由图 １ 可知，向左滑动边坡的 ２ 个条块，当条块

向左发生一定量的位移时：对于情况 １，条块 ｉ＋１ 相

对条块 ｉ 向上运动，因此条块 ｉ 受到的条间力 Ｖｉ 向

上，其条间力与条块 ｉ 滑面的方向一致；对于情况 ２，
条块 ｉ＋１ 相对条块 ｉ 向下运动，因此条块 ｉ 受到的条

间力 Ｖｉ 必然向下，其条间力与条块 ｉ 的方向相反。
可见，条块间的变形趋势或相对运动对条间剪力的

方向有决定作用，现有极限平衡法的条间力假设鲜

有考虑条块间的变形趋势或相对运动对条间力方

向的影响，而是笼统地假设一分布函数，缺乏基本

的力学依据。
本研究在充分分析条间剪力与条块变形趋势

的基础上，提出考虑变形协调的条间力假设。 研究

目标为折线滑面，对于光滑的曲线滑面，可用多段

直线段对滑面进行离散，从而转化为折线滑面。 对

折线滑面，条分时将竖直条分面置于滑面的折点

处，离散后的条块 ｉ 及 ｉ＋１ 如图 ２ 所示，对应条块宽

度分别为 Ｂ ｉ 及 Ｂ ｉ ＋１，条块底面与水平面的夹角分别

为 θｉ 及 θｉ ＋１，条分界面 ｉ 处的滑体高度为 ｈｉ ，条间剪

力方向为抵抗相对剪切位移发生的方向。

图 ２　 土条受力

Ｆｉｇ． ２　 Ｓｏｉｌ ｂａｒ ｕｎｄｅｒ ｆｏｒｃｅ

假设在滑面的条分点 ｉ 处，滑面水平位移为 ｕｉ ，
进一步假设各条块滑动方向与条底滑面平行，于是

由剪切变形协调，分析几何关系可知，相对剪切位

移 ｖｉ 如下：
ｖｉ ＝ （ｔａｎθｉ － ｔａｎθｉ ＋１）ｕｉ （１）

　 　 为计算条间剪应变以进一步进行受力分析，将
条分界面 ｉ 处剪切应变计算的代表宽度取为 Ｂｅｉ ＝
（Ｂ ｉ ＋ Ｂ ｉ＋１） ／ ２，则土条剪切应变 εｉ 如下：

εｉ ＝ ２（ｔａｎθｉ － ｔａｎθｉ ＋１）ｕｉ ／ （Ｂ ｉ ＋ Ｂ ｉ ＋１） （２）
　 　 当土体的等效剪切模量为 Ｋ ｉ ，条间等效剪切应

力 τＶｉ 表达式如下：
τＶｉ ＝ ２Ｋ ｉ（ｔａｎθｉ － ｔａｎθｉ ＋１）ｕｉ ／ （Ｂ ｉ ＋ Ｂ ｉ ＋１） （３）

　 　 条间剪力 Ｖｉ 的计算公式为：
Ｖｉ ＝ ２Ｋ ｉｈｉ（ｔａｎθｉ － ｔａｎθｉ ＋１）ｕｉ ／ （Ｂ ｉ ＋ Ｂ ｉ ＋１） （４）

　 　 对于连续光滑的滑面，设滑面方程为 ｙ ＝ ｆ（ｘ） ，
把 θｉ 和 θｉ ＋１ 分别看作 Ｂ ｉ 和 Ｂ ｉ ＋１ 的函数 θｉ（Ｂ ｉ） 及

θｉ ＋１（Ｂ ｉ ＋１） ，通过推导可证明对任意条分界面 ｉ（滑
面水平坐标对应为 ｘｉ ）处，有：

ｌｉｍ
Ｂｉ→０

Ｂｉ＋１→０

ｔａｎθｉ（Ｂ ｉ） － ｔａｎθｉ ＋１（Ｂ ｉ ＋１）
Ｂ ｉ ＋ Ｂ ｉ＋１

＝ １
２
ｆ″（ｘｉ） （５）

　 　 对应条分点 ｉ 处的条间剪力如下：
Ｖｉ ＝ Ｋ ｉｈｉｕｉ ｆ″（ｘｉ） （６）

　 　 由式（６）可知，滑面上一点的条间剪力与岩土

体的剪切模量 Ｋ ｉ 、滑体厚度 ｈｉ 、滑面处的剪切位移

ｕｉ 及滑面方程在条分点的二阶导数的乘积成正比，
亦即条间剪力与滑体的运动状态、力学参数及几何

参数有关，而非传统极限平衡法条间力。
２　 力平衡方程和安全系数求解方法

２􀆰 １　 力平衡方程与条间力求解

　 　 对已知滑面的边坡，将滑面以上的滑体进行条

分，如图 ３ 所示。 条块编号及节点编号规则为条块
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自坡顶向下依次为 １～ ｎ；滑面入口处节点编号为 ０，
滑面出口处条块编号为 ｎ；条分界面的编号与相应

节点的编号一致。 现对各条块进行受力分析，并给

出安全系数的求解方法。

图 ３　 边坡滑块受力

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｔｒｅｓｓ ｏｎ ｓｌｏｐｅ ｓｌｉｄｉｎｇ ｂｌｏｃｋ

为简化起见，本文仅考虑重力作用，作用于任

一条块 ｉ 的力有重力 Ｇ ｉ 、条分界面 ｉ－１ 上的条间剪

力 Ｖｉ －１ 及法向力 Ｈｉ －１，条分界面 ｉ 上的条间剪力 Ｖｉ

及法向力 Ｈｉ ，条底剪力 Ｔｉ 及法向力 Ｎｉ ，规定 Ｈ０ ＝
Ｖ０ ＝ Ｖｎ ＝ ０。

相应土条 ｉ 的几何及力学参数有条块宽度 Ｂ ｉ ，
条底长度 Ｌｉ ＝ Ｂ ｉ ／ ｃｏｓθｉ ，条底与水平面夹角 θｉ ，滑面
黏聚力 ｃｉ ，滑面摩擦角 φｉ 。

相应条分界面 ｉ 的几何、力学及运动参数有条

分界面处土条高度 ｈｉ ，条分界面处的推力线高度

ｔｉ ，条分界面的平均黏聚力 􀭰ｃｉ 及平均内摩擦角 φ－ ｉ 。
于是对于任意条块 ｉ，条间力按式（４）进行计算。

条底法向力及剪力满足莫尔⁃库仑强度准则：
Ｔｉ ＝ Ｎｉ ｔａｎφｉ ＋ ｃｉＬｉ （７）

　 　 水平方向及竖直方向力平衡方程：
Ｈｉ － Ｈｉ －１ ＋ Ｔｉｃｏｓθｉ － Ｎｉｓｉｎθｉ ＝ ０ （８）

Ｇ ｉ ＋ Ｖｉ －１ － Ｖｉ － Ｔｉｓｉｎθｉ － Ｎｉｃｏｓθｉ ＝ ０ （９）
　 　 由式（７） ～ （９）整理得：

Ｎｉ ＝
Ｇ ｉ ＋ Ｖｉ －１ － Ｖｉ － ｃｉＬｉｓｉｎθｉ

ｔａｎφｓｉｎθｉ ＋ ｃｏｓθｉ
（１０）

Ｔｉ ＝ Ｎｉ ｔａｎφ ＋ ｃｉＬｉ （１１）
Ｈｉ ＝ Ｎｉｓｉｎθｉ － Ｔｉｃｏｓθｉ ＋ Ｈｉ －１ （１２）

　 　 可依序按式（４）、式（１０） ～ （１２）对条间力及条

底力进行求解，值得注意的是，计算的条间剪力 Ｖｉ

及法向力 Ｈｉ 不应超出莫尔⁃库仑准则，即当 ｜Ｖｉ ｜ ＞
Ｈｉ ｔａｎφ

－
ｉ＋􀭰ｃｉｈｉ 时，条间剪力及法向力的关系应按莫

尔⁃库仑准则进行调整，即：
Ｖｉ ＝ Ｈｉ ｔａｎφ

－
ｉ ＋􀭰ｃｉｈｉ （１３）

　 　 由式（７） ～ （９）及式（１３）整理得：
Ｈｉ ＝

Ｈｉ－１ － Ｇｉ ＋ Ｖｉ－１ －􀭰ｃｉｈｉ( ) ｔａｎ（φｉ － θｉ） － ｃｉＬｉ ／ （ ｔａｎφｉｓｉｎθｉ ＋ ｃｏｓθｉ）
１ － ｔａｎφ－ ｉ ｔａｎ（φｉ － θｉ）

（１４）

　 　 在此种情况下，可按式（１４）、式（１３）、式（１０）
及式（７）对条间力及条底力进行求解。 当 Ｈｎ ＞０ 时，
说明需要提供外力才能保持平衡，边坡安全系数

Ｆｓ＜１；当 Ｈｎ ＜０ 时，说明不需要提供外力即能平衡，
边坡安全系数 Ｆｓ ＞１；当 Ｈｎ ＝ ０ 时，边坡处于临界

状态。
２􀆰 ２　 安全系数求解

　 　 安全系数的求解借鉴了不平衡推力法的隐式

解法，具体如下。
１）根据相关经验，假定滑面水平位移 ｕｉ 的分布

模式，假定 １ 个较小的初始边坡安全系数 Ｆｓ 及条间
安全系数 ＦＩ（ ＞１），按式（１５）计算土条及土条界面

的强度参数。

φｉ ＝
φｉ０

Ｆｓ
，ｃｉ ＝

ｃｉ０
Ｆｓ

，φ－ ｉ ＝
φ－ ｉ０

Ｆｓ·ＦＩ
，􀭰ｃｉ ＝

􀭰ｃｉ０
Ｆｓ·ＦＩ

（１５）

式中： φｉ０，ｃｉ０，φ
－
ｉ０，􀭰ｃｉ０ 分别为滑面内摩擦角、滑面黏

聚力、分界面的平均内摩擦角及黏聚力。
２）由条块 １～ ｎ，依序按式（４）、式（１０）、式（１１）

及式（１２）求解条间力及条底力，当条间剪力及法向

力超出莫尔⁃库仑准则时，依序按式（１４）、式（１３）、
式（１０）及式（７）对条间力及条底力进行求解。

３）当 ｜ Ｈｎ ｜ ＜ δ 时，可停止计算，边坡的安全系
数为 Ｆｓ。

４）当 ｜ Ｈｎ ｜ ＞ δ 时，若 Ｈｎ ＞０，减小安全系数 Ｆｓ，
继续步骤（１） ～ （２）；若 Ｈｎ ＜０ 时，增大 Ｆｓ，继续步骤

（１） ～ （２），直至满足要求。
在上述计算过程中，若条间法向力 Ｈｉ （ ｉ＜０） ＜

０，则说明土体受拉，此时取 Ｈｉ ＝ ０。
２􀆰 ３　 推力线位置确定

　 　 利用上述方法求得条间力及条底力后，通过土

条力矩平衡方程计算推力线，推力线采用由滑面末

端（剪出口）第 ｎ 个条间节点往滑面起点端计算至

第 ２ 个条间节点，获得第 ２ 个条间节点的条间力作

用位置 ｔ１２，再由第 １ 个滑块计算第 ２ 个条间节点的

条间力作用位置 ｔ２２（见图 ４）。
第 ｎ 个条间节点至第 ２ 个的计算公式如下：
对 Ｏｉ 点力矩平衡：

Ｈｉ －１ ｔｉ －１ ＋ Ｇ ｉｇｉ － ＶｉＢ ｉ －
Ｈｉ（ ｔｉ － Ｂ ｉ ｔａｎθｉ） － ＮｉＬｉ ／ ２ ＝ ０ （１６）

式中：

ｇｉ ＝
ｈｉ －１ ＋ ２ｈｉ

３（ｈｉ －１ ＋ ｈｉ）
Ｂ ｉ （１７）

　 　 整理得：

ｔｉ －１ ＝
ＮｉＬｉ ／ ２ ＋ Ｈｉ（ ｔｉ － Ｂ ｉ ｔａｎθｉ） ＋ ＶｉＢ ｉ － Ｇ ｉｇｉ

Ｈｉ －１

（１８）
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图 ４　 推力作用位置计算

Ｆｉｇ． ４　 Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｒｕｓｔ ａｃｔｉｏｎ ｌｏｃａｔｉｏｎ

　 　 据式（１６），由第 １ 个条块计算第 ２ 条间节点推

力位置的公式如下：

ｔ１ ＝
Ｇ１ｇ１ － Ｖ１Ｂ１ ＋ Ｈ１Ｂ１ ｔａｎθ１ － Ｎ１Ｌ１ ／ ２

Ｈ１
（１９）

　 　 若 ｔ１２ ＝ ｔ２２，说明所有条块的力满足所有平衡方

程，若 ｔ１２≠ｔ２２，则说明不满足，需调整水平位移分布

幅值进行求解。 本研究通过计算机编程，根据 Ｈｎ 及

ｔ１２ － ｔ２２ 进行迭代，插值求取 Ｆｓ 及 ｕｉ，使所有平衡方程

得到满足，即 Ｈｎ ＝ ０ 且 ｔ１２ ＝ ｔ２２。
３　 算例分析

　 　 基于上述理论，采用 ＡＣＡＤＳ 标准考题 Ｅｘ１（ａ）
对提出的方法进行验证。 考题 １（ａ）为均质边坡，其
几何形状如图 ５ 所示。 材料黏聚力为 ３ｋＮ ／ ｍ２，内摩

擦角 为 １９􀆰 ６°， 重 度 为 ２０ｋＮ ／ ｍ３， 弹 性 模 量 为

１０ＭＰａ，泊松比为 ０􀆰 ２５。

图 ５　 均质边坡剖面

Ｆｉｇ． ５　 Ｈｏｍｏｇｅｎｅｏｕｓ ｓｌｏｐｅ ｐｒｏｆｉｌｅ

本文的滑面搜索方法采用蚁群算法，具体方法

参见文献［１０］。 计算中，取条间安全系数 ＦＩ ＝ １，滑
面水平位移假定为均匀分布。

本文计算得到的边坡安全系数为 ０􀆰 ９９８（裁判

答案为 １），对应滑面及推力线如图 ６ 所示，对应的

条间剪力、法向力及条间力夹角正切值分布如图 ７
所示。 在 Ｒｏｃｓｃｉｅｎｃｅ Ｓｌｉｄｅ ６􀆰 ０ 的 Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎ⁃Ｐｒｉｃｅ
法中，采用本文计算所得的条间力夹角分布函数得

到的安全系数为 ０􀆰 ９８１，采用默认的条间力夹角分

布函数为半正弦分布函数，计算安全系数为 ０􀆰 ９７６，
推力线如图 ８ 所示。 本文所提出的方法的计算结果

与推荐答案及 Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎ⁃Ｐｒｉｃｅ 法的计算结果均很

接近，说明本文提出方法对均质边坡分析计算的有

效性。

图 ６　 采用本文条间力夹角分布函数计算的滑面及推力线

Ｆｉｇ． ６　 Ｔｈｅ ｓｌｉｐ ｓｕｒｆａｃｅ ａｎｄ ｔｈｒｕｓｔ ｌｉｎｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｕｓｉｎｇ
ｔｈｅ ｉｎｔｅｒ⁃ｓｌｉｃｅ ｆｏｒｃｅ ａｎｇｌｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｐｒｅｓｅｎｔｅｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ａｒｔｉｃｌｅ

图 ７　 本文方法计算的条间剪力、法向力及条间力夹角

正切值分布

Ｆｉｇ． ７　 Ｔｈｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ ｉｎｔｅｒ⁃ｓｔｒｉｐ ｓｈｅａｒ ｆｏｒｃｅ， ｎｏｒｍａｌ
ｆｏｒｃｅ， ａｎｄ ｔａｎｇｅｎｔ ｖａｌｕｅ ｏｆ ｔｈｅ ａｎｇｌｅ ｂｅｔｗｅｅｎ ｉｎｔｅｒ⁃ｓｔｒｉｐ

ｆｏｒｃｅｓ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｔｈｉｓ ｐａｐｅｒ

图 ８　 Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎ⁃Ｐｒｉｃｅ 法计算的滑面及推力线

Ｆｉｇ． ８　 Ｓｌｉｐ ｓｕｒｆａｃｅ ａｎｄ ｔｈｒｕｓｔ ｌｉｎｅ ｃａｌｃｕｌａｔｅｄ ｂｙ
Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎ⁃Ｐｒｉｃｅ ｍｅｔｈｏｄ

对比图 ６，７ 可知，在靠近坡顶处的 ＡＢ 段，由于

土条重力小，下滑力小，由条底的抗剪强度即可抵

抗下滑力，在宏观上表现为坡顶处存在拉应力；在 Ｂ
点的条分线上，由于从上方土条传递下来的法向力

很小，条分线上主要由黏聚力与重力相平衡，导致

较大的条间剪力，因此条间剪力与法向力比值大，
达到 ２􀆰 １７，即条间力与水平方向夹角很大；在滑面

较平顺的段落 ＢＣ，条间力倾角的正切值总体呈中间

小、两头略高的态势，与滑面的二次导数基本一致；
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在 Ｃ 点处，滑面存在明显转折，二阶导数较大，对应

的条间力倾角的正切值也较大。 综上所述，ＢＣＤ 段

的条间剪力分布总体符合基于变形协调条间力假

设的基本预期，可见本文所提出的基于剪切变形协

调的极限平衡法的具有明确的力学意义。
本文计算的推力线与 Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎ⁃ｐｒｉｃｅ 法用半

正弦条间力夹角分布函数有较大区别，本文计算得

到的推力线在滑面中下部相对位置较高，在滑面上

部，推力线的相对位置较低；Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎ⁃Ｐｒｉｃｅ 法中，
采用本文计算所得的条间力夹角分布函数，计算得

到的推力线与本文计算结果接近，说明本文计算结

果可靠。 采用半正弦条间力夹角分布函数计算得

到的推力线在滑面的中下部相对位置较低，而在滑

面上部，推力线的相对位置较高。
４　 结语

　 　 本文在极限平衡条分法中引进了剪切变形协

调的基本假设，推导了条间力分布的理论公式，进
一步推导了条间力及条底力的求解公式，给出了安

全系数的求解方法并给出了实例验证，主要取得如

下结论。
１）理论推导表明，在剪切变形协调的假设下，

当滑体处于弹性状态时，滑体在条分点 ｘｉ 处，其条

间剪力与滑体在该断面处的等效剪切模量 Ｋ ｉ 、滑面

的二阶导数 ｆ″（ｘｉ） 、滑面水平位移 ｕｉ 、滑体厚度 ｈｉ

乘积成正比，即 Ｖｉ ＝ Ｋ ｉｈｉｕｉ ｆ″（ｘｉ） ，离散形式为 Ｖｉ ＝
２Ｋ ｉ（ｔａｎθｉ － ｔａｎθｉ ＋１）ｕｉ ／ （Ｂ ｉ ＋ Ｂ ｉ ＋１）ｈｉ 。

２）算例分析表明，本文提出的基于剪切变形协

调极限平衡法能同时满足力平衡方程和力矩平衡

方程，边坡安全系数的计算结果与 Ｍｏｒｇｅｎｓｔｅｒｎ⁃Ｐｒｉｃｅ
法接近，说明本文提出方法可靠。

３）本文提出基于剪切变形协调极限平衡法计

算的条间力与传统极限平衡法条间力假设有较大

区别，本文的条间力计算方法具有严格的力学基础。
４）本文所提方法主要适用于均质或近似均质

的边坡稳定性分析，尤其适用于滑面形态复杂（如
折线型或经离散处理的曲线型滑面）的工程场景。
该方法通过引入条间剪切变形协调假设，充分考虑

了土体变形特性对条间力分布的影响，可有效解决

传统极限平衡法中因条间力假设不合理导致的力

学偏差问题，适用于静力条件下需精确评估边坡稳

定性的工程，例如水利水电工程中的库岸边坡、道
路边坡、建筑基坑及自然斜坡等。 对于滑面存在显

著几何变化（如倾角突变或滑体厚度差异较大）的

边坡，该方法通过离散滑面并结合剪切模量、滑面

位移及二阶导数等参数，能够更合理地反映条间剪

力与变形趋势的力学关系。
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